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QUELQUES COURBES DE HECKE SE PLONGENT DANS L’ESPACE
DE COLMEZ
GAE¨TAN CHENEVIER
Abstract : Let p be a prime, C the p-adic Eigencurve (with tame level 1) and Z˜(Up)
the blow-up of the Fredholm hypersurface of the Up-operator at the special points. We
show that for p = 2, 3, 5 and 7, the natural map
C −→ Z˜(Up)
is a rigid-analytic isomorphism.
Introduction
Soient p un nombre premier et C la courbe de Hecke p-adique de GL2 de niveau
mode´re´ 1 – the Eigencurve – construite par Coleman et Mazur dans [CM]1. Cette courbe
rigide analytique p-adique C (re´duite, se´pare´e) admet par construction un morphisme
localement fini et plat
κ : C −→ W,
ou` W de´signe l’espace de caracte`res p-adiques « des poids » de Z∗p.
Soit H la Z-alge`bre de polynoˆmes abstraite engendre´e par les symboles Up et Tl pour
tout l 6= p premier, ce qui fournit des Tn ∈ H pour tout entier n ≥ 1 par les formules
usuelles2. A` chaque T ∈ H est associe´e une fonction analytique borne´e par 1 sur C, que
l’on de´signera du meˆme nom. Pour chaque x ∈ C, il existe une unique forme modulaire
surconvergente fx propre pourH, de pente finie, et normalise´e
3, telle que T (fx) = T (x)fx
pour tout T ∈ H, i.e. telle que pour tout n ≥ 1 on ait
an(fx) = Tn(x),
ou` an(g) de´signe le n
ieme coefficient de g pour son q-de´veloppement usuel a` l’infini. Enfin,
chaque telle forme apparaˆıt ainsi ; cela inclut notamment toutes les formes modulaires
usuelles de niveau Γ1(p), et l’ensemble des points x sous-jacents a` celles-la` est en fait
Zariski-dense dans C.
L’auteur est finance´ par le C.N.R.S. Courriel : « chenevie@math.univ-paris13.fr » .
1Il y a deux constructions de la courbe de Hecke loc. cit. , nous utiliserons dans cet article uniquement
celle qu’ils notent D.
2Formellement, (1− Up p
−s)−1
∏
l 6=p(1− Tl l
−s + lκ−1−2s)−1 =
∑
n≥1 Tn n
−s.
3Strictement, il faut exclure le point Eisenstein ordinaire p-adique de poids 0 pour que cela soit vrai,
c’est sans importance ici.
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Il se trouve que par construction Up est une fonction inversible sur C, ce qui permet
de conside´rer le morphisme
U−1p : C −→ W ×Gm,
qui s’ave`re eˆtre fini (mais non surjectif e´videmment) par construction. Toujours par
construction, son image est la courbe re´duite
Z(Up) ⊂ W ×Gm
de´finie comme e´tant la courbe spectrale de l’ope´rateur Up. Rappelons que suivant Co-
leman, l’ope´rateur Up agit de manie`re compacte sur la famille orthonormale d’espaces
de Banach sur W constitue´e des espaces de formes modulaires surconvergentes, et que
(toujours suivant Coleman) on peut donc conside´rer sa se´rie caracte´ristique
det(1− TUp) ∈ O(W ×Gm),
dont Z(Up) est par de´finition le lieu des ze´ros.
Definition : Un point (κ, λ−1) ∈ W×Gm sera dit spe´cial, si κ = χk = (x 7→ xk) pour
un certain entier k ≥ 2 et si de plus λ2 = pk−2. Plus ge´ne´ralement, on dira que x ∈ C
est spe´cial si (κ(x), U−1p (x)) l’est.
Le the´ore`me de classicite´ de Coleman [C] assure que si x ∈ C est spe´cial, fx est une
forme modulaire classique de poids k et niveau Γ0(p). La relation ap(fx)
2 = pk−2 entraˆıne,
pour des raisons de poids, que cette forme est ne´cessairement p-nouvelle. La re´ciproque
e´tant e´vidente, il vient que x est spe´cial si, et seulement si, fx est une forme modulaire
parabolique classique de niveau Γ0(p) et p-nouvelle. Pour faire court, nous appellerons
tout simplement spe´ciale une telle forme4.
Inspire´s par l’article de Colmez [Co2], conside´rons l’e´clatement W˜ ×Gm de W × Gm
aux points spe´ciaux, ainsi que
Z˜(Up) ⊂ W˜ ×Gm
le transforme´ strict de Z(Up) par cet e´clatement. Si x ∈ C est spe´cial, il se trouve que
κ : C → W est e´tale en x (cf. Lemme 6.1), et en particulier que x est un point lisse de C.
On en de´duit que l’application naturelle C −→ Z(Up) se rele`ve en un morphisme rigide
analytique
(1) C −→ Z˜(Up).
On se propose dans cet article de de´montrer le re´sultat suivant :
The´ore`me : Si p = 2, 3, 5 ou 7, le morphisme (1) est un isomorphisme.
De plus, en chaque point spe´cial (χk, λ−1), Z(Up) est un diviseur a` croisements nor-
maux. Ses branches sont en bijection naturelle avec les formes modulaires spe´ciales
propres pour H de poids k et de valeur propre λ sous Up, la direction d’une branche
e´tant naturellement relie´e au L-invariant de Fontaine de la forme associe´e.
4Notons que cela e´quivaut encore a` demander que fx engendre une repre´sentation lisse spe´ciale de
GL2(Qp) au sens usuel, d’ou` la terminologie adopte´e ici.
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Ce the´ore`me a les conse´quences ponctuelles amusantes suivantes.
Corollaire : Supposons encore p = 2, 3, 5 ou 7. Si κ ∈ W, notons M †κ l’espace des
formes modulaires p-adiques surconvergentes de poids κ et niveau mode´re´ 1.
(i) Soit f ∈ M †κ une forme propre pour l’ope´rateur de Hecke Up de valeur propre
ap 6= 0. Si (κ, a
−1
p ) n’est pas spe´cial, alors f est propre pour tous les ope´rateurs de
Hecke dans H. De plus, si f =
∑
n≥0 an(f)q
n est normalise´e alors pour tout n ≥ 1
an(f) ∈ Qp(ap, κ).
(ii) Soient f et g deux formes modulaires spe´ciales propres pour H, de meˆme poids
et normalise´es. Alors f = g si et seulement si ap(f) = ap(g) et si elles ont meˆme
L-invariant LF de Fontaine
5 en p. De plus, pour tout n ≥ 1,
an(f) ∈ Qp(ap(f), LF(f) ).
(iii) Si λ 6= 0 est une valeur propre de Up sur M
†
κ, alors l’espace propre de Up associe´
a` λ est de dimension 1, a` moins que (κ, λ−1) ne soit spe´cial, auquel cas il est de
dimension e´gale au nombre de formes spe´ciales de tels poids κ et Up-valeur propre
λ.
Le premier ingre´dient dans la de´monstration du the´ore`me consiste en une e´tude locale-
globale des repre´sentations galoisiennes p-adiques attache´es aux formes modulaires sur-
convergentes de niveau mode´re´ 1, que nous effectuons au §1. Pre´cise´ment, nous montrons
que pour p ≤ 7, ces repre´sentations galoisiennes p-adiques globales sont de´termine´es par
un sous-groupe de de´composition en p, dans ce sens qu’elles ont meˆme images que leur
restriction a` un tel sous-groupe (Prop. 1.8). Lorsque p = 2, cette proprie´te´ nous avait e´te´
communique´e par M. Emerton, ainsi que l’ide´e que C devrait du coup pouvoir s’e´tudier
« purement localement » dans ce cas. En fait, ces valeurs de p sont les seules pour
lesquelles cette proprie´te´ est satisfaite. Les arguments ici sont e´le´mentaires et ont peu
de liens avec les formes modulaires surconvergentes : ils reposent essentiellement sur la
the´orie du corps de classes et sur la nullite´ du genre de X1(p) et du groupe des classes
de Q(µp) pour ces p.
Le second ingre´dient consiste en l’e´tude ponctuelle et infinite´simale de la famille p-
adique de repre´sentations de Gal(Qp/Qp) porte´e par C ; cela occupe les sections 2 a` 5, le
nombre premier p y est quelconque ainsi que le niveau mode´re´ N auxiliaire. Pour chaque
point x ∈ C et chaque e´paississement artinien Spec(A) →֒ C de x dans C, nous disposons
d’une repre´sentation galoisienne
ρA : Gal(Qp/Qp) −→ GL2(A)
(canonique a` quelques exceptions pre`s) que nous voulons de´crire aussi pre´cise´ment que
possible. Nous disposons pour cela de re´sultats de Kisin [Ki] assurant le prolongement
analytique de certaines pe´riodes cristallines he´rite´es par Zariski-densite´ de celles des
5Ainsi que nous l’a fait remarque´ H. Hida, cet e´nonce´ implique l’existence de beaucoup de formes
modulaires spe´ciales en p dont l’invariant LF est non nul. En effet, le nombre de formes propres p-
nouvelles de niveau Γ0(p) croˆıt asymptotiquement line´airement avec le poids k (pair), et pour chaque
poids k donne´ il n’y a que deux possibilite´s pour ap, a` savoir ±p
k/2−1.
4 G. CHENEVIER
points classiques. Ainsi que l’avait remarque´ Colmez [Co2] ces re´sultats de Kisin s’in-
terpreˆtent efficace´ment, du moins ponctuellement, en terme de proprie´te´s de triangulation
des (ϕ,Γ)-modules associe´s sur l’anneau de Robba. Ce point de vue avait alors e´te´ repris
et e´tendu au cadre infinite´simal (et a` la dimension supe´rieure) dans [BCh2, Ch. 2], et
c’est celui-la` aussi que nous adoptons ici.
Aussi, les sections 2, 3 et 4 sont consacre´es aux (ϕ,Γ)-modules ge´ne´raux. Nous rap-
pelons au §3 les re´sultats de Colmez concernant les (ϕ,Γ)-modules de rang 1 et leurs
extensions, ainsi que son crite`re de triangulation. Dans la section §4, reprenant des ar-
guments de [BCh2], nous en donnons les analogues infinite´simaux. Dans la section §5,
nous explicitons l’application a` la courbe de Hecke C. Le point crucial, re´sultant des pro-
prie´te´s de triangulation et des calculs d’extensions pre´ce´dents, est qu’a` certaines excep-
tions e´videntes pre`s nous de´crivons comple`tement la repre´sentation ρA plus haut (Prop.
5.2, Prop. 5.5) et ce uniquement en terme du couple (Up, κ) sur Spec(A). Mentionnons
tout de meˆme ici une subtilite´ concernant les points (non classiques) x de poids-caracte`re
κ = xkχ(x) (χ d’ordre fini) pour k ≥ 2 et tels que v(Up(x)) > k−1 : leurs e´paississements
infinite´simaux ont des proprie´te´s triangulines plus restreintes. Pre´cise´ment, pour un tel
x, ρA est A-trianguline si, et seulement si, Spec(A) est dans la fibre de κ en x.
La section 6 contient la preuve du the´ore`me principal. Nous commenc¸ons par ve´rifier
que
C −→ Z˜(Up)
est injectif sur les points ferme´s. Un point x de C e´tant uniquement de´termine´ par le
couple (ρx, Up(x)) ou` ρx est la repre´sentation galoisienne globale attache´e a` fx, il faut voir
que ce dernier couple est uniquement de´termine´ par la donne´e « locale » de (κ(x), Up(x)).
En dehors de certains points exceptionnels traite´s a` part, cela re´sulte alors des §1 et §5.
Nous ve´rifions ensuite que C −→ Z˜(Up) est une immersion ferme´e, i.e. se´pare les vecteurs
tangents. L’argument est alors similaire a` l’argument ponctuel sauf que nous utilisons
cette fois les proprie´te´s triangulines infinite´simales (en fait sur les A = k(x)[ǫ]/(ǫ2)) des
ρA donne´es au §5. Nous e´tudions enfin les divers points exceptionnels manquants. Pour
les premiers p conside´re´s, le lieu ordinaire cuspidal de C est vide6, et il est possible de
de´terminer explicitement les points non ordinaires de C dont la repre´sentation locale
associe´e est re´ductible : ce sont les points Eisenstein critiques, ils sont e´tales sur W car
les p ci-dessus sont re´guliers. L’analyse des points spe´ciaux utilise un autre the´ore`me de
Colmez [Co1] reliant l’invariant L local avec la de´rive´e de Up par rapport au poids.
Terminons par mentionner que, du moins lorsque p = 2, la ge´ome´trie de la courbe C
a e´te´ e´tudie´e par de nombreux auteurs (Emerton, Smithline, Buzzard, Kilford, Jacobs,
Calegari, Loeffler, voir [BuCa] et [BuK]), et ce par calculs explicites de l’action de la
correspondance de Hecke U2 sur certaines re´gions de X1(2)(C2). Les re´sultats que nous
obtenons sont comple´mentaires. Il est par exemple inte´ressant de les comparer avec ceux
6C’est certainement attendu puisque la repre´sentation globale est de´termine´e par un groupe de
de´composition en p.
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de [BuK] dans lequel les auteurs de´crivent l’image re´ciproque dans C du bord
{κ ∈ W, 1/8 < |κ(5)− 1| < 1}
deW : cette couronne exte´rieure est en fait la plus grande e´vitant tous les points spe´ciaux,
en lesquels les valeurs propres spe´ciales de U2 ont en ge´ne´ral de la mutliplicite´.
Remerciements. L’auteur remercie Joe¨l Bella¨ıche, Kevin Buzzard, Pierre Colmez,
Matthew Emerton et Barry Mazur pour des discussions utiles, ainsi que les organisateurs
et acteurs du semestre Eigenvarieties de Harvard university pendant lequel l’essentiel de
cet article a e´te´ e´crit. Nous remercions de plus le referee pour ses remarques pertinentes.
1. Repre´sentations p-adiques globales de dimension 2 de´termine´es par un
groupe de de´composition en p
1.1. De´finitions. Soient G et H deux groupes munis d’un morphisme ι : H −→ G. Pour
toute repre´sentation de G, et plus ge´ne´ralement tout morphisme de groupes ρ : G −→ Γ,
on dira que ρ est de´termine´e par sa restriction a` H si ρ et ρ ◦ ι ont meˆme image. Il
est e´videmment e´quivalent de demander que l’application naturelle H −→ G/Ker ρ est
surjective.
Si K est un corps de nombres, on notera GK le groupe de Galois absolu de K et GK,S
le groupe de Galois d’une extension alge´brique maximale de K non ramifie´e hors de S.
Pour toute place v deK on dispose d’une classe de conjugaison canonique de morphismes
Gal(Kv/Kv) −→ GK,S.
On dira alors qu’une repre´sentation de GK,S est de´termine´e par un groupe de de´compo-
sition (resp. d’inertie) en p, si elle est de´termine´e par sa restriction a` Gal(Kv/Kv) (resp.
au groupe d’inertie de ce dernier), ce qui ne de´pend pas du morphisme choisi.
1.2. Structure de certains groupes de Galois. Fixons p un nombre premier et K
un corps de nombres dans lequel p ne se de´compose pas. Soient P l’unique premier de
K divisant p, et K(p) la pro-p extension galoisienne maximale de K qui est non ramifie´e
hors de P et des places archime´diennes. Le lemme suivant est bien connu.
Lemme 1.3. P est totalement ramifie´ dans K(p) si, et seulement si, le groupe des classes
strictes d’ide´aux de OK est d’ordre premier a` p.
Preuve — D’apre`s le calcul classique du sous-groupe de Frattini d’un pro-p-groupe, un
sous-groupe ferme´ I d’un pro-p-groupe Q qui se surjecte dans le quotient
Q/[Q,Q]〈Qp〉
est en fait e´gal a` Q. Appliquons ceci a` Q := Gal(K(p)/K) et a` un sous-groupe d’inertie I
au dessus de P . Le sous-corps de K(p) fixe´ par l’image de I dans le quotient de Frattini
e´tant la (p, p, · · · , p)-extension abe´lienne maximale de K non ramifie´e a` toutes les places
finies, on conclut par la the´orie du corps de classes. 
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Corollaire 1.4. Si p est re´gulier, le morphisme
GQ −→ Gal(Q(µp)(p)/Q)
est de´termine´ par un groupe d’inertie en p. En particulier, toute repre´sentation continue
de GQ,{∞,p}, dont la restriction a` GQ(µp) est d’image pro-p, est de´termine´e par un groupe
d’inertie en p.
1.5. Repre´sentations galoisiennes en petits conducteur et caracte´ristique.
Lemme 1.6. Le genre de X1(M) est nul si, et seulement si, 1 ≤M ≤ 10 ou M = 12.
Preuve — C’est bien connu, nous laissons le lecteur le de´duire par exemple de [Mi,
Thm. 4.2.5, 4.2.9, 4.2.11]. Pour simplifier les calculs on peut remarquer que si X1(M) est
de genre 0, alors X1(d) l’est aussi pour tout d divisant M . Si M > 3 est premier, alors
le genre de X1(M) est 1 + (M − 1)(M − 11)/24. 
Soit p un nombre premier. Noter que d’apre`s le lemme ci-dessus, X1(p) est de genre 0
si et seulement si p = 2, 3, 5 ou 7.
Lemme 1.7. Supposons que p = 2, 3, 5 ou 7. Alors toute repre´sentation continue, semi-
simple, impaire
GQ,{∞,p} −→ GL2(Fp)
est re´ductible. En particulier, elle se factorise par Gal(Q(µp)/Q).
Preuve — Supposons tout d’abord que cette repre´sentation est attache´e a` une forme
modulaire propre f de poids k ≥ 2 et niveau Γ1(p). D’apre`s un argument bien connu, on
peut supposer k = 2. Mais pour les p de l’e´nonce´ X1(p) est de genre 0, de sorte que f
est une se´rie d’Eisenstein, ce que l’on voulait. Ce simple fait sera bien entendu suffisant
pour notre application a` la courbe de Hecke. Le cas ge´ne´ral re´sulte de la de´monstration
re´cente de la conjecture de Serre en niveau 1 par Khare7. 
Soit A une Qp-alge`bre finie, locale, de corps re´siduel L := A/mA, munie de sa topologie
naturelle de Qp-alge`bre de Banach. Pour p = 2, le re´sultat suivant e´tait connu de M.
Emerton.
Proposition 1.8. Soient p = 2, 3, 5 ou 7, et
ρ : GQ,{∞,p} −→ GL2(A)
une repre´sentation continue, impaire si p > 2, alors :
(i) la restriction de ρ a` Gal(Q/Q(µp)) est d’image pro-p,
(ii) ρ est de´termine´e par sa restriction a` un groupe d’inertie en p,
(iii) si ρ′ : GQ,{∞,p} −→ GL2(A) est une autre repre´sentation ayant les meˆmes pro-
prie´te´s que ρ, alors ρ et ρ′ sont isomorphes, si et seulement si, elles le sont apre`s
restriction a` un groupe d’inertie en p.
7Quand p = 2 (resp. p = 3), c’est un the´ore`me de Tate (resp. Serre).
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Preuve — Comme nos premiers p sont re´guliers, (i) entraˆıne (ii) et (iii) d’apre`s le
Corollaire 1.4. De´montrons (i).
Conside´rons plus ge´ne´ralement une repre´sentation continue
ρ : G −→ GLn(A),
G e´tant un groupe topologique compact quelconque. Si ρ mod mA est d’image pro-p, il en
va de meˆme pour ρ : cela vient de ce que les quotients successifs des groupes multiplicatifs
1 + miAMn(A), pour i ≥ 1, sont isomorphes au groupe additif L
n2 , dont tous les sous-
groupes compacts sont pro-p. Supposons alors que A = L, puis par un choix de re´seau
que ρ(G) ⊂ GLn(OL) ; par un raisonnement semblable au pre´ce´dent, ρ est d’image pro-p
si son image dans GLn(Fp) est un p-groupe. Revenant a` notre proble`me, on conclut par
le Lemme 1.7. 
Proposition 1.9. La liste ci-dessus est exhaustive : si p ≥ 11, il existe une repre´senta-
tion galoisienne impaire
ρ : GQ,{∞,p} −→ GL2(Qp),
qui n’est pas de´termine´e par un groupe de de´composition en p.
Preuve — En effet, conside´rons la repre´sentation ρ re´siduelle (semisimple) mod p
attache´e a` la forme modulaire ∆ de Ramanujan. Un re´sultat de Swinnerton-Dyer [SD,
Cor. Thm. 4] montre que p = 2, 3, 5, 7, 23, et 691 sont les seuls premiers exceptionnels
de ∆, i.e. tels que l’image de ρ ne contienne pas SL2(Fp). Comme ce dernier n’est pas
re´soluble, ρ n’est pas de´termine´e par son groupe de de´composition en p pour ces p. On
e´limine alors de meˆme p = 23 et 691 en conside´rant l’unique forme parabolique propre
∆16 de poids 16 et niveau 1, pour laquelle Swinnerton-Dyer montre que 23 et 691 ne sont
pas exceptionnels. 
2. (ϕ,Γ)-modules sur l’anneau de Robba
2.1. Notations et conventions. Soient p un nombre premier, Qp le corps des nombres
p-adiques, Qp une cloˆture alge´brique de Qp munie de sa valuation telle que v(p) = 1, Cp
la comple´tion de Qp, et
Gp = Gal(Qp/Qp)
le groupe de Galois absolu de Qp. On note aussi WQp ⊂ Gp le groupe de Weil de Qp.
Normalisons l’isomorphisme
recp : Q
∗
p −→W
ab
Qp
de la the´orie du corps de classes locale de sorte que Frobenius ge´ome´triques et uniformi-
santes se correspondent.
Soit L une extension finie de Qp. L’anneau de Robba a` coefficients dans L est la L-
alge`bre RL des germes de fonctions analytiques
f(z) =
∑
n∈Z
an(z − 1)
n, an ∈ L
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convergeantes sur une couronne de Cp de la forme rf ≤ |z − 1| < 1, rf de´pendant de f .
D’apre`s des re´sultats de Lazard, cette L-alge`bre est un domaine de Be´zout. Elle admet de
plus une topologie localement convexe naturelle (limite inductive de limites projectives
d’alge`bres de Banach sur L). On de´finit une action de ϕ et Γ := Z∗p sur RL par les
formules
ϕ(f)(z) = f(zp), γ(f)(z) = f(zγ), γ ∈ Γ.
L’action de Γ ainsi obtenue est continue et commute avec celle de ϕ. Un e´le´ment impor-
tant de RL est
t = log(z) :=
∑
n≥1
(−1)n+1
(z − 1)n
n
.
Cet e´le´ment converge sur toute la boule unite´ ouverte {z ∈ Cp, |z − 1| < 1}, et s’annule
a` l’ordre 1 aux racines de l’unite´ de cette boule. Il ve´rifie de plus
ϕ(t) = pt, γ(t) = γt, ∀γ ∈ Z∗p.
Par L-repre´sentation V de Gp nous entendrons toujours une repre´sentation continue,
L-line´aire, sur un L-espace vectoriel de dimension finie. Nous noterons Rep la cate´gorie
tensorielle de ces repre´sentations. Nous conviendrons que le caracte`re cyclotomique de
Gp, i.e Qp(1) = Tp(µp∞)⊗Qp, a pour poids de Hodge-Tate −1 et polynoˆme de Sen X+1.
2.2. (ϕ,Γ)-modules. Un (ϕ,Γ)-module (sous-entendu sur RL) est un RL-module libre
de type fini D muni d’actions RL-semi-line´aires de ϕ et Γ telles que RLϕ(D) = D, Γ agit
continuˆment pour la topologieRL-line´aire deD, et ϕ et Γ commutent. Les (ϕ,Γ)-modules
forment une ⊗-cate´gorie de manie`re naturelle. Des travaux de Kedlaya [Ke] de´finissent
une the´orie de pentes pour les ϕ-modules M libres de rang fini sur RL, ϕ-semi-line´aires,
et satisfaisant RLϕ(M) = M . Un (ϕ,Γ)-module est alors dit e´tale si son ϕ-module
sous-jacent n’admet que des pentes nulles. Des travaux de Fontaine [Fo] et Cherbonnier-
Colmez permettent de construire un foncteur de la cate´gorie Rep des L-repre´sentations
de dimension finie et continues de Gp vers la cate´gorie FG des (ϕ,Γ)-modules, que nous
noterons V 7→ Drig(V ).
Proposition 2.3. (Fontaine, Cherbonnier-Colmez, Kedlaya, [Co2, prop. 2.7]) Le fonc-
teur Drig induit une ⊗-e´quivalence de cate´gories entre Rep et la sous-cate´gorie pleine
FGet des objets e´tales de FG. De plus, dimL(V ) = rgRL(Drig(V )) pour toute L-repre´sen-
tation V .
Remarque 2.4. (i) Il faut prendre garde a` ce que contrairement a` sa sous-cate´gorie
FGet, FG ainsi de´finie n’est pas abe´lienne, car par exemple tD est toujours un sous-
objet strict de D n’admettant pas de quotient. Cependant, si l’on inverse t ou si
l’on rajoute les objets de torsion de pre´sentation finie, elle devient abe´lienne. Un
des inte´reˆts a` e´largir FG en FGet vient de ce que certains objets e´tales se de´vissent
naturellement dans FG et non dans FGet.
(ii) Ainsi qu’il est observe´ dans [BCh2, Lemme 2.2.5], les travaux de Kedlaya montrent
que la sous-cate´gorie FGet est e´paisse, i.e stable par extensions dans FG.
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3. (ϕ,Γ)-modules de rang 1 et leurs extensions, d’apre`s Colmez [Co2].
3.1. Les (ϕ,Γ)-modules RL(δ). Soit δ : Q∗p −→ L
∗ un caracte`re continu, on lui associe
suivant Colmez un (ϕ,Γ)-module RL(δ) de rang 1 sur RL comme suit : son RL-module
sous-jacent est RL et on pose
ϕ(1) = δ(p), γ(1) = δ(γ), γ ∈ Γ.
La pente de Kedlaya de ce (ϕ,Γ)-module est v(δ(p)). Si cette pente est nulle, δ s’e´tend
via l’isomorphisme du corps de classes local en un caracte`re continu δ′ : Gp −→ L
∗,
auquel cas on verifie imme´diatement que RL(δ) = Drig(δ
′).
Proposition 3.2. [Co2, prop. 4.2] Tout (ϕ,Γ)-module de rang 1 est de la forme RL(δ)
pour un unique δ.
Cela de´coule par exemple imme´diatement de l’e´quivalence de cate´gories plus haut et
du cas e´tale, mais Colmez en donne aussi une preuve directe. Colmez calcule aussi la
(ϕ,Γ)-cohomologie en degre´s 0 et 1 des RL(δ), en terme du complexe a` trois termes
usuel. Ses re´sultats ont e´te´ e´tendus au degre´ 2, ainsi qu’en fait a` tous les (ϕ,Γ)-modules
par Liu dans [Liu, Thm. 0.2]. Soient x : Q∗p −→ L
∗ l’inclusion naturelle, et χ : Q∗p −→ L
∗
le caracte`re tel que χ(p) = 1 et χ|Z∗p = x|Z∗p .
Proposition 3.3. [Co2, Thm. 3.9] ExtFG(RL(δ2),RL(δ1)) est de L-dimension 1, a` moins
que δ1δ
−1
2 ne soit de la forme x
−i, χxi pour i ≥ 0 un entier, auquel cas il est de dimension
2.
Dans le cas v(δ1δ
−1
2 (p)) = 0, cela se de´duit du the´ore`me de Tate, de l’e´quivalence de
cate´gorie plus haut, et du fait que FGet est e´paisse dans FG. Cependant, le calcul de
Colmez est inde´pendant des re´sultats de Tate.
Remarque 3.4. Soit D une extension non triviale de RL(δ2) par RL(δ1). Si D est e´tale,
le the´ore`me de Kedlaya montre que v(δ1δ2(p)) = 0 et que v(δ1(p)) ≥ 0. Re´ciproquement,
sous ces conditions,D est e´tale d’apre`s Kedlaya a` moins qu’il ne contienne un sous-(ϕ,Γ)-
module D′ de rang 1 (que l’on peut supposer sature´) de pente strictement ne´gative. Un
tel module est ne´cessairement en somme directe avec RL(δ1) et D est donc scinde´ sur
RL[1/t], ceci se produit de manie`re exceptionnelle (voir [Co2] pour plus de de´tails).
3.5. Crite`re de triangulation de Colmez en rang 2. Fixons V une L-repre´sentation
continue de Gp de dimension 2. Suivant Colmez, on dit que V est trianguline si Drig(V )
est une extension de RL(δ2) par RL(δ1) pour certains caracte`res δ1, δ2. La proposition
suivante est une version le´ge`rement raffine´e d’un re´sultat de Colmez.
Proposition 3.6. [Co2, prop. 5.3] V est trianguline si, et seulement si, il existe un
caractere continu ψ : Gp −→ L
∗ et un e´le´ment λ ∈ L∗ tels que Dcris(V ⊗ψ)
ϕ=λ 6= 0. Sous
cette dernie`re condition, fixons un v 6= 0 ∈ Dcris(V ⊗ ψ)
ϕ=λ 6= 0. Alors Drig(V ) est une
extension de RL(δ2) par RL(δ1), ou`
(i) δ1(p) = λψ
−1(p)p−s et δ|Γ = ψ
−1χ−s, s e´tant le plus petit entier tel que v /∈
Fils+1(Dcris(V ⊗ ψ)).
(ii) δ2 = δ
−1
1 det(V ).
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Preuve — Le re´sultat e´tant important pour la suite de cet article, nous redonnons la
de´monstration de Colmez. Pre´cise´ment, montrons la condition suffisante de triangulation,
la re´ciproque e´tant imme´diate. On peut supposer que ψ = 1. On pose D := Drig(V ).
Un the´ore`me de Berger [Be] montre que le L[ϕ]-module Dcris(V ) s’identifie naturelle-
ment avec (D[1/t])Γ. On dispose ainsi d’un e´le´ment v 6= 0 ∈ D[1/t]Γ. Quitte a` multiplier
v par t−s pour un certain entier s ∈ Z, w := t−sv ∈ D. L’ide´al I de RL engendre´ par les
coefficients de w dans une RL-base fixe´e de D est alors stable par ϕ et Γ. Comme RL
est de Be´zout et que I est de type fini, I est principal, et une analyse de son diviseur
montre alors que I = (ti) pour un certain entier i ≥ 0. Ainsi, quitte a` diminuer s, on
peut supposer que I = RL, i.e. que RLw est facteur direct comme RL-module, par la
proprie´te´ de Be´zout.
Conside´rons le sous-(ϕ,Γ)-module D′ := RLw. Clairement, D
′ ∼→ RL(δ1) ou` δ1 satis-
fait les deux premie`res conditions de l’e´nonce´ (i). La dernie`re condition vient de la re-
cette pour la filtration dans l’isomorphisme de Berger, et pre´cise´ment du Lemme [BCh2,
Lemme 2.4.2].
Mais D/D′ est alors libre de rang 1, et donc de la forme RL(δ2) par la classification.
On conclut (ii) en prenant le de´terminant. 
4. De´formations triangulines, d’apre`s [BCh2].
4.1. Les (ϕ,Γ)-modules RA(δ). Dans cette section, A est une Qp-alge`bre finie locale
de corps re´siduel A/mA
∼
→ L. On de´finit l’anneau de Robba a` coefficients dans A comme
e´tant
RA := RQp ⊗Qp A.
Nous appellerons ici (ϕ,Γ)-module sur RA la donne´e d’un (ϕ,Γ)-module sur RQp muni
d’une action de la Qp-alge`bre A telle que le RA-module sous-jacent soit libre.
Soit δ : Q∗p −→ A
∗ un caracte`re continu. On de´finit RA(δ) de manie`re e´vidente comme
plus haut (cf. [BCh2, §2.3.1]). La remarque 2.4 (ii) montre que RA(δ) est isocline de
pente v(δ(p)), ou`
δ : Q∗p −→ L
∗
est la re´duction modulomA de δ. Comme plus haut,RA(δ) s’identifie au Drig du caracte`re
galoisien naturel dans le cas e´tale. En fait, toujours par la meˆme remarque 2.4 (ii), on
montre comme plus haut la proposition suivante.
Proposition 4.2. [BCh2, prop. 2.3.1] Tout (ϕ,Γ)-module de rang 1 sur RA est de la
forme RA(δ) pour un unique δ.
Proposition 4.3. Soient δ1, δ2 : Q∗p −→ A
∗ deux caracte`res continus. Supposons que
δ1δ
−1
2 6= x
−i, χxi. Alors ExtFG(RA(δ2),RA(δ1)) est un A-module libre de rang 1.
Preuve — On peut supposer δ2 = 1, et on note δ := δ1. Si δ 6= x
−i, χxi avec i ≥ 0 entier,
alors d’apre`s [Co2, Thm. 3.9] et [Liu, Thm 0.2] on a H0(RL(δ)) = H
2(RL(χδ
−1
) = 0, et
H1(RL(δ)) est de L-dimension 1. Un de´vissage imme´diat montre alors que H
1(RA(δ))
est de Qp-dimension dimQp A.
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Prouvons que ce A-module est libre de rang 1 par re´currence sur la longueur de A.
C’est imme´diat si A est un corps, on peut donc supposer qu’il existe un ide´al I ⊂ mA de
longueur 1. On regarde alors la suite exacte de (ϕ,Γ)-modules :
0 −→ IRA(δ) −→ RA(δ) −→ RA(δ ⊗ A/I) −→ 0,
ou` l’on a IRA(δ)
∼
→ RL(δ). Cette suite reste exacte apre`s passage aux H
1 par le para-
graphe pre´ce´dent. Ainsi, on voit que IH1(RA(δ)) = H
1(IRA(δ)), et donc que comme
A-module on a
H1(RA(δ))⊗A A/I ≃ H
1(RA/I(δ ⊗ A/I)).
On conclut par induction et Nakayama que H1(RA(δ)) est A-monoge`ne, puis libre de
rang 1. 
Remarque 4.4. Supposons que δ : Q∗p −→ A
∗, A = L[ǫ]/(ǫ2), est non constant et
satisfait δ = x−i ou δ = χxi. Dans ce cas, on montre facilement que H1(RA(δ)) est
isomorphe a` L⊕ A comme A-module.
4.5. Crite`re de triangulation artinien en rang 2. Fixons maintenant une repre´sen-
tation A-line´aire continue VA de Gp qui est libre de rang 2 comme A-module, on pose
DA := Drig(VA). Alors DA libre de rang 2 sur RA ([BCh2, Lemme 2.2.7]), c’est donc un
(ϕ,Γ)-module sur RA au sens plus haut. On dira que VA est A-trianguline si DA est une
extension de RA(δ1) par RA(δ2) pour certains caracte`res continus δ1, δ2 : Q∗p −→ A
∗.
On pose V := VA/mAVA. Le crite`re de triangulation est un peu plus subtile dans le cas
artinien que dans le cas ponctuel (Prop. 3.6) :
Proposition 4.6. [BCh2, Lemme 2.5.2] Supposons que pour un λ ∈ A∗, il existe un A-
module libre de rang 1 A.v ⊂ Dcris(VA)
ϕ=λ, et que la filtration de Hodge induite sur A.v
n’ait qu’un seul saut, disons s ∈ Z. Alors DA est une extension de RA(δ2) par RA(δ1) ou`
δ1(p) = λp
−s et (δ1)|Γ = χ
−s, et δ2 = det(VA)δ
−1
1 . En particulier, VA est A-trianguline.
Preuve — D’apre`s la recette de Berger pour la filtration, pre´cise´ment par [BCh2,
Lemme 2.4.2], on sait que v ∈ tsDA. De plus, le poids de v ⊂ Av e´tant aussi e´gal a` s par
hypothe`se, RLvt
−s est sature´ dans Drig(V ). D’apre`s [BCh2, Lemme 2.2.3], il vient que
RAt
−sv est sature´ dans DA et on conclut comme dans la preuve de la Proposition 3.6. 
Remarque 4.7. (i) Pour qu’un (ϕ,Γ)-module de la forme RA(δ) soit cristallin, il faut
et suffit que δ|Z∗p soit constant et e´gal a` x
i pour un certain entier i ∈ Z.
(ii) Supposons que A.v ⊂ Dcris(VA)
ϕ=λ soit libre de rang 1 et que le poids de Lv ⊂
Dcris(V )
ϕ=λ soit le plus petit poids de Hodge-Tate (entier) de V , disons k. Dans ce
cas, la filtration de Hodge sur A.v a pour unique saut k. En effet, une re´currence
sur la longueur de A montre que Filk+1(Av) = 0.
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5. Application a` la courbe de Hecke de GL2.
Dans cette section nous donnons une application des trois sections pre´ce´dentes a` la
famille de repre´sentations galoisiennes porte´e par les courbes de Hecke. Fixons p un
nombre premier, N ≥ 1 un entier premier a` p, et C la courbe de Hecke p-adique de
niveau mode´re´ Γ1(N) comme dans l’introduction (a` ceci pre`s que nous autorisons ici
un niveau mode´re´ N quelconque). Cette courbe de´pend d’un choix d’alge`bre de Hecke
commutative H, et il sera suffisant pour nos besoins de supposer que H contient Up et les
Tl pour (l, Np) = 1. Les points x ∈ C sont encore en bijection naturelle avec les syste`mes
de valeurs propres de H sur les espaces de formes modulaires p-adiques surconvergentes
de niveau mode´re´ N et de pente finie, et on de´signera par fx 6= 0 n’importe laquelle des
formes propres de poids κ(x) ayant le syste`me de valeurs propres attache´ a` x.
D’apre`s l’existence connue des repre´sentations galoisiennes attache´es aux formes mo-
dulaires classiques (Eichler-Shimura, Igusa, Deligne), on peut de´finir un pseudocaracte`re
continu, de dimension 2,
Tr : Gal(Q/Q){∞,pN} → O(C)
dont l’e´valuation en tout point z ∈ C parame´trant une forme fz qui est classique est
la trace de la repre´sentation galoisienne p-adique attache´e a` cette forme. En retour, on
dispose pour tout x ∈ C d’une unique repre´sentation galoisienne continue, semi-simple,
ρx : Gal(Q/Q){∞,pN} → GL2(k(x)),
telle que la trace d’un Frobenius ge´ome´trique en un premier l ne divisant pas Np est Tl(x)
(il n’y a pas d’obstruction de Schur a` cause de la conjugaison complexe, de sorte que ρx
est de´finie sur le corps re´siduel k(x)). Les proprie´te´s connues en p des repre´sentations
attache´es aux formes modulaires et des travaux de Sen, Kisin, montrent que le polynoˆme
de Sen de ρx (sous-entendu restreinte a` un groupe de de´composition en p) est
X(X − dκ(x) + 1).
Ici, dκ(x) signifie la de´rive´e en 1 de κ(x) vu comme caracte`re continu de Z∗p. De plus, on
a (cf. [Ki, Thm 6.3])
(2) D+cris(ρx)
ϕ=Up(x) 6= 0.
Enfin de´signons par WN l’espace rigide analytique sur Qp parame´trant les caracte`res
continus p-adiques de
Z∗p × (Z/NZ)
∗ = Gal(Q/Q)ab{∞,pN}.
Ces caracte`res peuvent eˆtre vue de manie`re naturelle comme des caracte`res continus de
Q∗p en e´tendant l’identite´ de Z
∗
p en un morphisme
Q∗p → Z
∗
p × (Z/NZ)
∗, p 7→ (1, p).
Par la the´orie du corps de classes locale, on peut donc aussi voir les caracte`res de Z∗p ×
(Z/NZ)∗ comme des caracte`res de Gp.
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5.1. Proprie´te´s triangulines ponctuelles. Fixons L/Qp une extension finie et x ∈
C(L), correspondant donc a` une forme modulaire fx 6= 0 surconvergente de niveau mode´re´
Γ1(N) propre pour H et de pente finie, poids-caracte`re
κN(x) := (κ(x), ε(x)) ∈ WN(L).
Par construction, det(ρx) = κ
−1
N χ. Posons k := dκ(x), λ := Up(x), V = ρx restreinte a`
Gp, D = Drig(V ) le (ϕ,Γ)-module sur RL attache´ a` V .
Proposition 5.2. Il existe deux caracte`res continus δ1, δ2 : Q∗p −→ L
∗ et une suite exacte
de (ϕ,Γ)-modules sur RL
(3) 0 −→ RL(δ1) −→ D −→ RL(δ2) −→ 0
ou` δ2 = det(V )δ
−1
1 et δ1 est comme suit. De´finissons un caracte`re δ : Q
∗
p → L
∗ par
δ(p) = λ et δ trivial sur Z∗p.
(i) Si k /∈ Z, ou k ∈ −N, ou k est un entier ≥ 1 et v(λ) < k − 1, alors δ1 = δ. De
plus, dans ce cas :
– Si v(λ) = 0, alors V contient une L-droite non ramifie´e sur laquelle le Frobenius
ge´ome´trique agit par multiplication par λ.
– Si v(λ) 6= 0, alors l’extension (3) n’est pas scinde´e et est unique, a` moins que
k ≥ 2 soit un entier, κ(x) = χk, λ2ε(p) = pk−2, auquel cas V est semi-stable
et uniquement de´termine´e par la donne´e supple´mentaire de son invariant L de
Fontaine.
(ii) Si k est un entier ≥ 1 et v(λ) > k− 1, alors δ1 = x
1−kδ et l’extension (3) est non
scinde´ et unique. De plus D n’est pas De Rham.
(iii) Si k est un entier ≥ 1 et v(λ) = k − 1 ≥ 0, alors V est re´ductible. Soit ψ le
caracte`re non ramifie´ de Gal(Qp/Qp) sur lequel le Frobenius ge´ome´trique agit par
multiplication par pk−1/λεN(p). Alors,
– soit Filk−1(Dcris(V ))
ϕ=λ 6= 0, auquel cas V contient L(1− k)⊗L ψ
−1.
– soit Filk−1(Dcris(V ))
ϕ=λ = 0, auquel cas k > 1 et V est une repe´sentation
ordinaire non scinde´e contenant ψ comme sous-repre´sentation non ramifie´e.
Preuve — On obtient une triangulation explicite de D en utilisant (2) et la Proposition
3.6, modulo la de´termination de l’entier s ∈ Z. De´terminons ce s. Par (2), on sait que
s ≥ 0. De plus, s e´tant un saut de la filtration de Hodge, c’est un poids de Hodge-Tate
de V . Ainsi, s = 0 sauf peut-eˆtre si k est un entier > 1, auquel cas s peut eˆtre e´gal a`
k − 1. Supposons maintenant que k > 1 est un entier. Notons que d’apre`s [BCh2, prop.
2.3.4], on sait que si s = 0 alors V est de De Rham (donc potentiellement semistable).
Supposons tout d’abord que v(λ) < k−1. Par un the´ore`me de Coleman, on sait que fx
est classique, et donc le polygone de Hodge de Dcris(V )
ϕ=λ est en dessous de son polygone
de Newton, ce qui montre que s = 0. Une autre manie`re de raisonner est de dire que
si s = k − 1, D contient un sous-objet de pente v(λ) + 1 − k < 0, ce qui contredit le
the´ore`me de Kedlaya.
Si maintenant v(λ) > k − 1, alors V n’est pas De Rham, i.e. non potentiellement
semi-stable, car (2) contredirait la faible admissibilite´ de Dpst(V ). Ainsi, s = k − 1.
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Enfin, si v(λ) = k − 1, les deux possibilite´s peuvent se produire (et se produisent en
pratique). Si s = 0, V est de De Rham, et l’inspection des polygones de Hodge et Newton
du foncteur de Fontaine montre que V est ordinaire non scinde´e. Si s = k − 1, il vient
que V est re´ductible est contient une droite sur laquelle Gp agit par un twist non ramifie´
de L(1− k), de quotient un caracte`re non ramifie´.
Les assertions d’unicite´ de´coulent alors de la Proposition 3.3. 
Remarque 5.3. Les points x de C tels que ρx = χ1 + χ2 est (globallement) re´ductible
peuvent eˆtre de´termine´s tout comme dans [BCh1, §4.2], ils sont tous attache´s a` des
se´ries d’Eisenstein classiques si v(Up(x)) 6= 0 (resp. dans les familles Eisenstein ordinaires
sinon).
5.4. Proprie´te´s triangulines infinite´simales. Fixons x ∈ C comme dans la section
pre´ce´dente, et fixons de plus un e´paississement infinite´simal d’anneau A de x dans C.
L’anneau A est donc local artinien de corps re´siduel L. Supposons que :
- ρx est irre´ductible (hypothe`se globale),
- si v(λ) = 0, alors8 k 6= 1.
Dans ce cas, par la premie`re hypothe`se, il existe une repre´sentation canonique
ρA : Gal(Q/Q){∞,pN} → GL2(A)
de trace la compose´e
Gal(Q/Q){∞,pN}
Tr
−→ O(C)
can
−→ A.
Notons encore VA la restriction de ρA a` un groupe de de´composition en p, V = VA/mAVA.
Proposition 5.5. Soit δ : Q∗p → A
∗ le caracte`re trivial sur Z∗p et tel que δ(p) = Up.
(i) Supposons que l’on est dans le cas (i) de la Proposition 5.2. Alors VA est une
de´formation trianguline de V . Pre´cise´ment, Drig(VA) est une extension de RA(δ2)
parRA(δ1) relevant la triangulation (3) loc. cit. de Drig(V ), ou` δ1 = δ et δ1δ2 = κ
−1
N χ.
Si de plus x n’est pas spe´cial et v(λ) 6= 0, alors une telle extension est unique.
(ii) Supposons que l’on est dans le cas (ii) de la Proposition 5.2. Alors VA est A-
trianguline si, et seulement si, Spec(A) est dans la fibre de κ au dessus du point ferme´
κ(x) ∈ W. Si tel est le cas, Drig(VA) est une extension de RA(δ2) par RA(δ1) relevant
la triangulation de Drig(V ), ou` δ1 = x
1−kδ et δ1δ2 = κ
−1
N χ. Une telle extension est
unique.
Preuve — La the´orie de Sen montre que le polynome de Sen de VA est X(X−dκ+1) ∈
A[X ]. Les travaux de Kisin montrent que
D+cris(VA)
ϕ=Up
est libre de rang 1 sur A de`s que D+cris(V )
ϕ=λ est de L-dimension 1 (en ces termes, voir
par exemple [BCh2, Thm. 3.3.2]). C’est toujours le cas a` moins que V ne soit cristalline
de poids (0, 0) (i.e. non ramifie´e), ce qui est exclu par hypothe`se sur x.
8En fait, nos arguments fonctionnent verbatim sous l’hypothe`se plus faible « ρx|Gp est ramifie´e ».
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Supposons que l’on est dans le cas (i), la Proposition 4.6 conclut a` l’aide de la remarque
4.7 .
Supposons que l’on est dans le cas (ii), et que Spec(A) est inclus dans la fibre de κ en
x. Dans ce cas, la the´orie de Sen montre que
(VA ⊗Qp Cp(k − 1))
Gp
est libre de rang 1 sur A. Les the´ore`mes de Tate sur la cohomologie de Cp(i) assurent
alors (k − 1 e´tant le plus grand poids de Hodge-Tate de V ) que
Filk−1DDR(VA)
est libre de rang 1 sur A. Mais comme d’autre part DDR(V) est de L-dimension 1, cela
montre que
Dcris(VA)
ϕ=Up = Filk−1(DDR(VA)).
Ainsi, la Proposition 4.6 conclut la triangulation de VA dans ce cas. Ve´rifions maintenant
la re´ciproque, i.e. supposons que l’on dispose d’une suite exacte
0 −→ RA(δ1) −→ Dcris(VA) −→ RA(δ2) −→ 0.
En re´duisant modulo l’ide´al maximal de A, on obtient une triangulation de V qui est
ne´cessairement9 la triangulation donne´e par la Proposition 5.2. En particulier, le Frobe-
nius cristallin de Dcris(RL(δ2)) agit par multiplication par
pk−1/λεN(p) 6= λ
(car v(λ) > k − 1). Ainsi, il vient aise´ment que Dcris(RA(δ1)) = Dcris(VA) est libre de
rang 1 sur A, et donc que dκ− k + 1 est constant dans A par la remarque 4.7 (i).
Les assertions d’unicite´ dans (i) et (ii) de´coulent alors de la Proposition 4.3. 
6. Preuve du the´ore`me
Dans cette section, on prouve le the´ore`me e´nonce´ dans l’introduction. On commence
par expliquer le fait suivant, admis dans l’introduction, qui vaut pour tout p (mais
N = 1) :
Lemme 6.1. Le morphisme κ est e´tale aux points spe´ciaux.
Preuve — Soient x ∈ C un point spe´cial, L := k(x) le corps re´siduel de x, et k :=
dκ(x) ≥ 2. Comme v(Up(x)) = k/2 − 1 < k − 1, un the´ore`me de Coleman [C] assure
que l’espace caracte´ristique de fx sous l’action de l’alge`bre de Hecke H co¨ıncide avec son
espace caracte´ristique dans l’espace des formes modulaires classiques de poids k et niveau
Γ0(p). Mais cet espace est de dimension 1 sur L par le principe du q-de´veloppement, car
tous les ope´rateurs de Hecke (y compris Up) y sont semisimples, ce qui conclut par [BCh1,
Prop. 1]. 
9En effet, sinon Drig(V )[1/t] serait scinde´, donc cristallin d’apre`s la Proposition 5.2, ce qui est absurde
car V n’est pas De Rham par la meˆme proposition.
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Nous utiliserons librement les notations du §5. Un point x ∈ C est dit ordinaire si
v(Up(x)) = 0, re´ductible si ρx l’est. Nous renvoyons a` [BCh1, §4] pour l’e´tude des points
re´ductibles de C : ce sont les points Eisenstein.
Lemme 6.2. Supposons p ≤ 7.
(i) Le lieu ordinaire de C co¨ıncide avec la droite Eisenstein ordinaire.
(ii) Si x ∈ C est un point non ordinaire, ρx est re´ductible restreinte a` un groupe de
de´composition en p si, et seulement si, fx est une se´rie d’Eisenstein critique. En un
tel point, C est lisse et κ est e´tale. De plus, les points Eisenstein critiques sont les
seuls points x ∈ C en lesquels on a une e´galite´ v(Up(x)) = dκ(x)− 1 > 0.
Preuve — Le premier point vient de la the´orie de Hida et de ce qu’il n’y a pas de forme
modulaire parabolique ordinaire de poids 2 sur X1(p) pour ces premiers, et sur X1(4) :
ces courbes sont de genre 0 par le Lemme 1.6.
Le second point vient de ce que les points non ordinaires x tels que ρx est re´ductible
sont les points Eisenstein critiques, qui sont lisses et e´tales sur W pour ces premiers (cf.
[BCh1, §4.1], car p est re´gulier), et que si p ≤ 7 alors pour tout x, ρx est de´termine´e par
sa restriction a` un groupe de de´composition en p d’apre`s la Proposition 1.8. Ainsi, ρx
est re´ductible si, et seulement si, il l’est restreint a` un groupe de de´composition en p. La
dernie`re assertion de (ii) de´coule alors de la Proposition 5.2 (iii).

Commenc¸ons tout d’abord par un lemme sur le corps de de´finition des ρx, x ∈ C.
Rappelons que si x est spe´cial, LF(x) est l’invariant L de Fontaine de la repre´sentation
semistable non cristalline Vx = ρx|Gal(Qp/Qp).
Lemme 6.3. Pour tout x ∈ C, ρx est de´fini sur Qp(Up(x), κ(x)) si x n’est pas un point
spe´cial, sur Qp(Up(x),LF(x)) sinon.
Preuve — On peut supposer que x n’est pas re´ductible. D’apre`s la Proposition 5.2,
Drig(Vx) est de´fini sur le corps de l’e´nonce´, ainsi donc que Vx, puis ρx par la Proposition
1.8 (ii). 
De´signons par
π : C −→ Z˜(Up),
le morphisme de´fini dans l’introduction, graˆce au Lemme 6.1.
Lemme 6.4. π est bijectif sur les points (ferme´s).
Preuve — La surjectivite´ de π e´tant e´vidente par construction, ve´rifions son injectivite´.
Soit L une extension finie de Qp. Par construction de C, deux points x, y de C(L) sont
e´gaux si, et seulement si, Up(x) = Up(y) et ρx ≃ ρy. Par la Proposition 1.8 (iii), ce dernier
isomorphisme e´quivaut a` Vx ≃ Vy.
Soient x, y ∈ C(L) tels que π(x) = π(y). En particulier, Up(x) = Up(y), κ(x) = κ(y) et
il faut voir que Vx ≃ Vy. Posons λ = Up(x), w = κ(x). Comme κ(x) = κ(y), on sait de´ja`
que det(Vx) = det(Vy).
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On peut supposer que v(λ) > 0 car sinon x et y sont sur le lieu ordinaire, i.e. sur la
droite Eisenstein ordinaire par le Lemme 6.2, auquel cas il est clair que x = y. Pour la
meˆme raison, d’apre`s le point (ii) du Lemme 6.2 on peut supposer que ni x, ni y, n’est
Eisenstein critique, auquel cas le meˆme lemme montre que v(λ) 6= dw − 1 et que Vx
et Vy sont irre´ductibles. Mezalor la Proposition 5.2 (dont la disjonction des cas ne fait
intervenir que v(λ) et w) assure qu’a` moins que x et y ne soient tous les deux spe´ciaux,
Vx ≃ Vy.
Supposons donc maintenant que x et y sont spe´ciaux de meˆme poids-caracte`re w, et
tels que λ = Up(x) = Up(y) = ±p
k/2−1. Rappelons qu’en x et y, κ est e´tale par le Lemme
6.1, de sorte que C est localement isomorphe a` une boule ouverte dans W de centre w :
localement sur cette boule, Up est une fonction analytique de κ. Le the´ore`me principal
de Colmez dans [Co1] assure que pour z = x, y, l’invariant de Fontaine LF(z) de Vz vaut
(4) LF(z) = −2λ
−1
(
∂Up
∂κ
)
κ=w
= 2λ
(
∂U−1p
∂κ
)
κ=w
.
Ainsi, la Proposition 5.2 (i) conclut que Vx ≃ Vy. 
Puisque nous nous plac¸ons en niveau mode´re´ 1, rappelons que les courbes C, Z(Up), et
donc Z˜(Up), sont re´duites. Un morphisme entre Qp-espaces rigides re´duits qui est bijectif
sur les points ferme´s n’e´tant pas ne´cessairement un isomorphisme10, il nous faut encore
montrer que π est une immersion ferme´e, ce qui concluera le premier point du the´ore`me.
Le second point de´coule de´ja` des Lemmes 6.1, 6.4 et de la formule (4).
Soit z ∈ C un point ferme´. Par le Lemme 6.3, π induit un isomorphisme entre les corps
re´siduels de z et de π(z), il ne reste donc qu’a` montrer que l’application naturelle
dπz : Tz(C) −→ Tpi(z)(Z˜(Up))
est injective. C’est imme´diat lorsque κ est e´tale en z, car c’est alors vrai apre`s composition
par Tpi(z)(Z˜(Up))→ Tκ(z)(W). On peut donc supposer que z n’est pas un point Eisenstein,
i.e. par le Lemme 6.2 (ii) que ρz et Vz := ρz |Gp sont irre´ductibles, et aussi que z n’est
pas spe´cial.
Alors que le Lemme 6.4 reposait sur les re´sultats de Colmez ([Co1],[Co2]), le lemme
suivant utilise la the´orie de´veloppe´e dans [BCh2].
Lemme 6.5. (i) A` moins que k := dκ(z) ne soit un entier ≥ 1 et que v(Up(z)) > k−1,
dπz est injective.
(ii) Si k := dκ(z) est un entier ≥ 1 et si v(Up(z)) > k−1, dπz est injective sur le sous-
espace de Tz(C) correspondant aux vecteurs tangents dans la fibre de κ : C −→ W
au dessus de κ(z).
Ainsi, dans tous les cas, dπz est injective sur le sous-espace de´fini par dκz = 0.
10Penser par exemple a` la normalisation d’un cusp.
18 G. CHENEVIER
Preuve — Soient A = k(z)[ǫ]/(ǫ2), et x, y deux A-points e´paississements de z dans C
ayant meˆme image dans Tpi(z)(W×Gm), suppose´s de plus dans la fibre de κ vers W dans
le cas (ii). Nous voulons montrer qu’ils sont e´gaux dans Tz(C). Rappelons que comme ρz
est irre´ductible, il y a un sens a` conside´rer ρx et ρy comme dans la Proposition 5.5, ainsi
que Vx et Vy leur restriction respective a` un groupe de de´composition en p. Par le meˆme
argument que dans le Lemme 6.4, il faut montrer que Vx ≃A Vy. Mais cela de´coule de la
Proposition 5.5 (noter que z n’est pas spe´cial et que de plus on n’est jamais dans le cas
(iii) du Lemme 5.2 a` cause du Lemme 6.2). 
Terminons maintenant la de´monstration du the´ore`me. Soit z ∈ C, on dispose d’un
diagramme commutatif naturel :
Tz(C)
dκz
$$I
II
II
II
II
I
dpiz
// Tpi(z)(Z˜(Up))
dpr1pi(z)xxpp
pp
pp
pp
pp
p
Tκ(z)(W)
de sorte que Ker (dπz) ⊂ Ker (dκz), d’ou` l’injectivite´ de dπz par la dernie`re assertion du
Lemme 6.5. 
De´montrons maintenant le corollaire du the´ore`me e´nonce´ dans l’introduction.
Preuve — SoitM †κ[λ] ⊂M
†
κ l’espace caracte´ristique de Up de valeur propre λ. Supposons
d’abord (κ, λ−1) non spe´cial. D’apre`s le the´ore`me principal, H⊗Qp(κ) et Qp(κ)[Up] ont
meˆme image dans EndQp(κ)(M
†
κ[λ]). En particulier, un vecteur propre pour Up y est propre
pour tous les T ∈ H. Par le « principe du q-de´veloppement » , un tel vecteur propre est
uniquement de´termine´ a` un scalair pre`s par son syste`me de valeurs propres, du moins s’il
est p-adiquement parabolique, ce que l’on peut supposer ici par le Lemme 6.2 (i). Cela
montre le premier point de (i) et de (iii). Le second point de (i), ainsi que (ii) et le reste
de (iii), de´coulent des Lemmes 6.3 et 6.4. 
Remarque 6.6. (i) Le the´ore`me admet sans doute des ge´ne´ralisations partielles a`
d’autres niveaux mode´re´s N (plutoˆt que N = 1) et premiers p ; nous n’avons pas
cherche´ a` les incorporer par souci de clarte´. Ainsi, si N = 2 et p = 3, 5, N = 3, 5 et
p = 2, N = 4 et p = 3, la courbe modulaire X1(Np) est de genre 0 et il existe une
variante du the´ore`me principal. On peut imaginer aussi d’autres variantes spe´cifiant
certaines composantes connexes de WN , exploitant le fait que pour une poigne´e
supple´mentaire de couples (niveau,caracte`re) = (M,χ) on a S2(Γ0(M), χ) = 0 (dans
tous les cas, M ≤ 32 comme on pourrait le ve´rifier par les formules de [CohOe] et
les tables de Stein [St]).
(ii) Une autre direction possible, disons encore en niveau mode´re´ 1 pour simplifier,
serait de fixer une repre´sentation modulaire
r : GQ,{∞,p} → GL2(Fp),
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par exemple irre´ductible, soumise a` la condition supple´mentaire que
H1(Z[1/p], ad(r))→ H1(Qp, ad(r))
est injective. On pourrait alors montrer que l’ouvert ferme´ C(r) ⊂ C correspondant
a` r s’immerge encore dans l’e´clatement de W × Gm aux points spe´ciaux, du moins
hors du lieu ordinaire.
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